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Erstes Kapitel.
Die Gammafunktion.
Die Funktion® I'(z) ist eine analytische meromorphe Funktion von z

mit einfachen Polen an den Stellen z = —Ifiir 1 =0, 1,2, . .. und den
(=10 je ist als solche durch die folgenden
4

diesbeziiglichen Residuen :
drei Eigenschaften und die Forderung I'(1) =1 eindeutig bestimmt:
Die Funktionalgleichung I'(z + 1) = zI'(z). e
I'(2) ist reell und positiv, wenn z reell und positiv ISt.’ ’
Fiir reelle positive Werte von z ist (I"(2))* < I'(z) I ().
Weitere Funktionalgleichungen: ;

P(Z)P(l_z)= s F(%—E—Z) F(?_z)=c0:nz o4 ¢

sing £’
(Erginzungssitze),

Tl n— Yo—nz
I'(z) I‘(z +%—) P(z + %) S F(z L - ) = (2 @) V2 yile—nz (g 2)
(Multiplikationstheorem; n =2, 3,4, .. .).
Insbesondere fiir # =2 und # =3
— L oozt £
r@s) == @ I(z+ 3)

1 B ab L 2y
I'(37) = 5--3738 F(z)}"(z+ S)F(z—i— 3)
Spezielle Werte:

Fin+ 1) —=nl (n=0,1,2,...)7

8
1 - n ﬁ640(_n_)3_
') = V=; Il&)=+(=];
=) fgl 5)-% e ra _ re
T(3) $ Bl Bega1 M) ') 5o
(1(3(:;):32—1 Rl AT R N TR o

Verschiedene analytische Ausdriicke fiir I'(z):

(-] 1
]‘\'(z) :fg—t 1714t :Jl(ln %)z—-l at (Rez > 0),
0 0

') = f[e—‘ e (:“i’] 1144,
0 =0

-

o Vielfach wird P(z{—rl) mit I7 (z) oder mit z! bezeichnet und ,Fakultat
von g genannt.

Magnus u. Oberhettinger, Formeln u. Sitze. 1



gleichzeitig in Formel (S,) baw. (S,) die hypergeometrische Funktion 4/,
sich auf eine elementare Funktion reduziert. Spezialfille der Formeln

(S9), (Sg), (5y) sind die folgenden:

B b2
h (u')""zﬂ(?’, Rk Tt '2)
n) <

2"l My —
(—1)*/2a
0

t.llrljvl n (“ t) ]1’-—-1‘“‘] (b t) dﬁ o

(oberste Formel fiir 0 < b < @, mittlere fir 0 < 5 = a, unterste fiir

0<a<b; o =i T2

")

R

a sin y;'u
ffy(az)f,(at)? e (2
1]

Re » > 0),

(Re(v+.u)>0; a>0),

[==]
.

Vol (u+9) 274

: (Re (x + ») > 0),
a’ b-wﬁl
Jhey . epa= o
0

Jer e ma - Pl v+ e+ DT F5)

fir 0<a<bd
fir0<a=25
fir 0<b<a

(2, b reell und positiv, Rey > —1),

1 (b)r“
2] ——; ——
di 2pl\a

[r@renz=1*

w
2 ' 2#( )

fir a > b

fiir a-<b

(4, b reell und = 0, Re p > 0),

] Cass s b)
= sm(.u arcsin —

[=2]

- ai
f]k(at)mnth: a'“sin‘uzj
(U]

TR o

fir a>b

fiir a < b

(@, b reell und =0, Re u > —1),

- cos( arcsin E)
£ a

dit
f]#(aé)cosbi7= a-“cos'u?ﬁ
0

fiir @ > b

u(o+15— e e

(@, reell und =0, Re p > 0),

W BDURGIIMIG ANtegraie mit Ayinderfunktionen,

i iy -
sin (,u arcsin )
a

vaz - b2

u M
@ COS —
2

Yoz — 22 (& B2 — a2)H
(@, b reell und = 0, Re p > — 2),

f]”(ut)sinbtdt ==
0

hi
Cos C —
(.u, arcsin a;)‘

B Va2 — b2
J]ﬂ(at)cosbtdt: o un
0 2

V=Gt 7 = o)
(2,0 reell und =0; Rep> —1),
© 0
Jrm@oreorrai—! o _pmpoy
0 Sl e 5T

fir a > b

fir a<b

fir a > 5

fir a <b

fir a <&

fir a= 5

(@, b reell und positiv; Re»> —1: Re (—2»+1)>0).

Weitere Formeln:

(a2 + [)2)!‘+V+1

fK# (@d) J,(b2) pr+u+1gs — 29 @0 I(p+ v+ 1)
0 :

(Re(w +1) > [Rep|;

b-ﬁ’“”fe—“*]u(b 1) J,(b1) o+ dt

Rea > 0),

3z

]"(‘u—l-'u—i—,,)f cos®** g cos (4 — v) @
(

Re(@+y)> =k

e

f I 7. @at) o

(a1, -..,-a, teell; @, >a,>a,-
Revy > —1).
Formel von SONINE und DOUGALL:

ffa(ab‘)f-,(bflf (ct) - “dt

(b o 2=+

>a,>0; a4, >a,ta; - fa

a? + b2 cos? ) TPz

m?

ST v)F(v-{-f)F(k)f(“ — b — 2+ 2bccosp)—-lsin?* pdg,



38 Zylinderfunktionen.

wobel a, b, ¢ reell und positiv sind, und

; b2 - % — g2
A —i) arceos ——7——; ®

ist, je machdem a2 < (b —¢)?; (b —c)2<a?<<(b+0)2; (b +¢)? < a?

ist. Ferner ist Re 4 > — 4, Re v > —} zu fordern. Fir g = » liefert

diese Formel

V—1 Ag¥—1
f]»(“f) L. ], (Ct) ,»:"- (abﬂ)?P(VA'F 3 I'(3)

wobei Rev > — % ist und A der Inhalt des Dreiecks mit den Seiten
a, b, ¢ ist; wenn diese GroBen sich nicht als Seiten eines Dreiecks auf-
fassen lassen, ist A gleich Null zu setzen.

Formel von SONINE und GEGENBAUER: °

ﬁfy(bi)fy(ﬂ V2 + #2) (2 + 222l 4
g :

0 fir a < b
T e R
2 "’2} JowrGV@—8)  fira>5

(Rev>Reu> —1; a,b,x reellund =0).
Weitere Formeln in Kapitel VIII, §§ 1, 2, 3.

§ 8. Den BESSELschen Funktionen zugeordnete Polynonﬁe.

a) Die Neumannschen Polynome O, (f) sind Polynome in £72,
welche durch die fiir | ¢ | > | z| giiltige Reihenentwicklung

;:?;:=;ggenona)fﬂu)

definiert werden konnen. Es ist
[n/2] v

00(15):%; e Zm(”_m_l) fiir nzl,‘2,3,...-

m! (_&. t)n 2 m+1

Es gilt fir n = 1:
2nsin21—zf

R N e e S
On—l (t) e On—ﬂ. (t) =20, (t):

sowie
1

—0,(f) = Oh ()=—4-

§ 8. Den Brsserschen Funktionen zugeordnete Polynome. 39

Fiir jede den Nullpunkt der z-Ebene umschlieBende doppelpunl\tfn ie
geschlossene Kurve € gilt

J0,,0,(z)dz=0 fir m, n=0,1,2, ...
G

f]m(z)Oﬂ(z)dz=O fir m? +Ln?; m,n=0,1, 2,
f],,(zo ()dz =22 S0, 1,0

Ebenfalls als NEumaNNsche Polynome werden auch die Funktionen
£2,() firn=0, 1, 2, . . .) bezeichnet, welche Polynome in ¢~ sind und
durch die Reihenentwicklung

1ﬁ:%h%Mﬁm

definiert werden.
Als Verallgemeinerung der NEuUMANNschen Polynome sind die Funk-
tionen 4, ,(f) anzusehen, die durch

-—mZa,mm

definiert sind und zuweilen als ,, Polynome von Gegenbauer' bezeichnet
werden; sie sind ebenfalls Polynome in -1

Statt der Funktionen O,(¢f) kann man sich der Polynome von
ScuLirL1 bedienen, welche durch :

Se® =0, S_.(8) = (=115, (&) firn=1,2,...

Sn(t)zé{tOn(t)—coszénn’} i w =gy 2L

definiert sind; sie geniigen der Differentialgleichung

2
{tza% ftd nz)}sn(t) — 2¢sin® L wn + 2ncost | wm

&

und der Funktionalgleichung

Sat—2) = S, in® T ul®)

m=—o0

b) Die Polynome von Lommer R, ,(z) sind fiir beliebige Werte

von » und fiir m = 0, 1, 2, . . . definiert durch
1 \-m . (]l—m m
2 P I . - ol
R, (2) (”)m(z “) 21'3( R A M L it z ).
sie sind Polynome in z-!' und verbinden je drei BrssirLsche Funk

tionen, deren Indizes sich um m und m — 1 von einem von ihnen unter



B (x) J ¥V f(y)dy

/() f';-"‘” F(v) d

-0

0 fir |#| <a
I w %] >a J Ny(a|y])
V.v" a® ‘
nu-.-un(u) Lo
fa? — a2 o . 2
n[% - (2] Ee iy
a a s
fat — a® “
1 1 | BT
9 (-VB'|‘ a',g)l‘-{-% {RB v >—‘%} ( i ’) 1"{1,(_%;%) K'v (a, I ¥ D (Renp >_.%)
Ar Sin (%)
sz_*i;z misgny Kg(a|y|)

L @3 3
elﬂﬁ

fir y >0

A
= %[f&s@‘? 2o)+ 1 (3

Yot — 2

[ fir y < 0
cos (b]‘aﬁiﬂqz) { 2Ko(a Vo2 —52) fir [y >0
ki Yai+ a2 — 7t Ny (a Yo2—32) ek i<
sin_(b @+ x2) I 0 fiir |y >b
______ - | O ) » 7]<0
o~ bVatta? e
Pl Kola /59
GbVartze Sy
W ﬂ;'tHﬁ (a,lsz———yﬂ)
col (b Ya? — 42
= (2]/1:2:»:_) fir [#|<a
a2 — 7 Jo (2 B2 32)
0 2 iﬂv’\’>a
um (b pxﬂ—-a). fii
. ur ' x o
Vot — I#1> e J a Jo (a}y2—52) fir [y[>b
bVa2—a2
] 0 . I31<8"

P = g | 1 0)ay

+ 0o

1) = [&*VF (x) dx

—co

cos (b }#%— a2)

sgn % - Yo %] >a } { misgny Jo(a¥y?—0?) fir [y]>b
0; |#| <a ; : e i h
Loi (b!a’a—ﬁ) fir |#| <a -
'Va — x2 :vzjn(a]iyz—bz}
0 sl 2l : :

sin (ba®+43)
a2+ a2
X [Ci(bYa? £ 22+ bx) L Ci(bYaF 22— b2)] —
_cos (& Va_2+ xz)
Va2 + »2
x [Si (6 Va2 + 22+ bx) + i (b Ja2 £ 52— b#)]

cos (bYa2+ #2)
e X
]/a2+ 22
X [m—Si (b }a? + 2% 4 bx) —Si (b Va2 2 —bx)] +
sin (b Y2 -{_-;xj)
'Va'a T
x [Ci(oVa2F 22+ bx) + Ci(b Va2~ 22— b2)]

72 Ny (a sz—yz) fir |y| <b

0 Sfa i e
f 2z Ko(ay?—8%)  fir |y| >0
0 » || <B

A\

; JT
24 2y Sy )

Py (x) fir [#]| <1
0 » |7 >1 }
I, (6 a2 — #2) ;
ﬁT— fur |x| <a }
0 it LTl

3'5.],./2[ (|‘b2+ = )} X
X T 5 (P F5+5)]

T, (6Ya2+#2)

Cfir |y|<b

l Vraa" b V62— y2 %, (o2 —59)
0 » |¥|>b

Va2— 22" J, (bYa2—32) fir || <a
0 w |2]>a }

vma b:vfr-r-'é( 'b2+}')

Yoty



Zusammenstellung der benutzten Abkiirzungen.

Es sei 2z

Ro z
Im £

| ]

arg ¢

In £

%

WEn v
[+]
f (¥ + 0

/(¥ — 0)
J (% 4 014)
n

nl
01
(),
()o

()

e

oy (fx,ﬁ; Vi

BTG,

= Signum oder Vorzeichen der (reellen) GroBe x;

x - iy eine komplexe GréBe. Dann ist
= Realteil von z = ». _~
= Imagindrteil von z = v.
- x—1iy di¢ zu z konjugiert komplexe GroBe.

= Absoluter Betrag von z = + Ja% + %

= Argument oder Arcus von z; sin (argz) — — - , cos (arg z)

g o : VZE'I' y2
et

= Haupiwert des natiirlichen Logarithmus von 2; Inz = In |=z] +

+ fargz mit —7 < arg 2 < 7; wenn 2 reell und negativ ist, wird
stets besonders angegeben, ob arg z = m oder ob arg z = — m zu
setzen ist.

— pxInz

sgnx = + 1
fir v > 0,sgn # = — 1 fiir ¥ < 0, sgn 0 = 0.

= grofte ganze Zahl, welche kleiner oder gleich der reellen GroBe x

ist.
= limes f (% + &).
e—-0

Punkt x, von Werten » > x, her.

Grenzwert von f(#) bei Anniberung an den

= limes f (%, — &), € > 0.

£->0
= limes f (v, =+ €1), € > 0.
&0
= 0,1, 2,... bedeutet stets eine nicht negative ganze Zahl, wenn
nichts anderes gesa,gt ist.
=1-2.
=i
=ofet+D...e+n—-1)firn=123238,...
gy (—ct)e =v:>i{_rxfl) - onle—=nEl)
! T2t y

== Neumannsche Zahlen; g =1, ¢, =2 firn=1,2,3,....
A= Hypergeometrische Reihe 3

wf (e+1)BEE+1]) ,
=T )
+y1' e enn e
i () (Bn)
= 2 PInn!
n=0
o5 V15 - - 5 Vgi2) = Verallgemeinerte hypergeometrische Reihe (nur

fiir p < g +'1 konvergent)

7 (), - - (o), 2

AR AN

1Py (@3,

{ o1 (373 2)

(v, n)
(v 0)
V'.v

ol (41

.__:_-' —
AR VoA N

0.,

%)

I

| (R

Il

I

gT(oc).. 3"
g A L 8L
At
= hn!
4y%—12) (492 — [4r2—(2n—1)3]

e fir n=1,2,3....
t
s. Kap. III, § 9.
GroBenordnung von f(z). Wenn z sich einem Grenzwert z,
nahert (meist ist z; gleich co; der Grenzwert z, ergibt sich stets
aus dem Zusammenhang) schreibt man g(z) = O[f(2)], wenn
es eine reelle nicht negative Konstante M gibt, so daB in einer
hinreichend kleinen Umgebung von z = z;, bestandig

le@| =M ||
ist.

,,GroBl gegen®

: .. y wendungsméglichkeit wvon Naherungsformeln
,»Klein gegen .

anzudeuten.

,, Ungefahr gleich® in Formeln ohne explizite Fehlerabschatzung,
hauptsichlich benutzt bei Angabe des ersten Gliedes einer asym-
ptotischen (semikonvergenten) Reihe.

{ Ausdriicke, die gebraucht werden, um die Ver-

= ,,Asymptotisch gleich”. Das Zeichen wird benutzt bei Angabe

einer semikonvergenten Entwicklung fiir eine Funktion.

= Zeichen fur die LAPLACE-Transformat:on und ihre Umkehmng,

s. Kap. VIII, § 2.

[z
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Verzeichnis der Funktionssymbole

in alphabetischer Reihenfolge.

Symbol Name der Funktion Kjgiﬂniid
B(v, ) Betafunktion e
By, BernourrLische Zahlen I
ber, z, ber z Real- und Imaginérteil der Besseischen || .. §1
bei,, 7, bei z Funktionen von z¢37U4 (bei reellem z) e
C EurLErsche Konstante s
C (x) FresnELsches Kosinusintegral VI, § 4.
Cr(h GEGENBAUERsche Funktionen (Polynome) IV, Anbang
Cog, (%), cey,iq(#) MartuiEvsche Funktionen erster Art .
ol (%), cel) .. () Matmieusche Funktionen zweiter Art Anhang zu
Cells Cefn zugeordnete MatarEusche Funktionen Kap. ITI
Cef), C"ﬁ.’,ﬂ erster bzw. zweiter Art
Ci (x) Integralkosinus VI, § 4.
cd u v
{4 = — P
dn % l
on u Cosinus amplitudinis VII, § 3.
cnw J
CB U= —— —_—
snu ] :
D, (2) WeBER-HERMITESChe Funktionen, Funk-
At tionen des parabolischen Zylinders VL § 3.
de— = * s
cn %
dn Delta amplitudinis VII, § 3.
dn %
ds u = -—
sn %
8 &, o5 -—_ VII, § 2.
E (e, @) Elliptisches Normalintegral zweiter Gattung | VII, § 4.
Vollstandiges elliptisches Integral v i~
E®) { zweiter Gattung ey
E'(k) = E(*) - VII, § 4.
E,(z) WesErsche Funktion II1, § 9.
Ei () Exponentialintegral VI, § 4.
Erfc (x) Errorfunction VI, § 4.
&q Neumannsche Zahlen THEG R
Flx, @) Elliptisches Normalintegral erster Gattung | VII, § 4.
Fla, b;c; z) : - TE S =i
b }.Hlpergeornetnsche Reihe }Verzeichn. a
SE, verallgemeinerte hypergeometrische Reihe Abkiirzung.
Wz c; 2) Kumuersche Funktion VL § 1.
T loe, 7, %) Jacosische Polynome vV, § 3.

Verzeicnnis der runkuonssymbpoie,
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Kapitel und

Symbol Name der Funktion AbrhiitE
825 s = VII, § 2.
I'(z) Gammafunktion L
P = e° — T
(v, %) Unvollstandige Gammafunktion VI. § 4.
H, (2) StruvEesche Funktion III, § 9.
H® (), HO (2) {H;iKELsche Funktion erster bzw. zweiter } TIL TS 1
Hey, (x) HeruiTEsche Polynome Vv, § 2.
hey () Hermitesche Funktionen 2. Art V6.2
her,, (2), hei, (2)

v v = I1 £
her (z), hei () : L §l
I,(2) modifizierte BEssELsche Funktionen 3 1 B e
I, (@) Bxrssersche Funktionen FTE &
dJ, (2) AnGERsche Funktionen B, 59
P Modul der (Jacosischen) elliptischen Funk- |} ;

tionen und Integrale » §3
B = J1—&2 komplementiarer Modul VII, § 3.
Vollstandiges elliptisches Normalintegral
K (#) { erster Gattung }VH' § 3.
K(#) = K(&) —
K, (2) modifizierte HankELsche Funktionen II1, § 1.
kei, (2), ket (2) ) TE 51
ker, (2), ker (2) !
L, (%) LacuerrEsche Polynome V, § 4
L& (x) Verallgemeinerte LAGUERREsche Polynome | V, § 4.
L® (%) LacuErrEsche Funktionen VI, § 4.
2f (5] Laprace-Transformierte von f(7) MLLE § 2
1i () Integrallogarithmus VI, § 4.
N, (2) Neumannsche Funktionen L B |
ﬁ”"“((z)) }konﬂuente hypergeometrische Funktionen | VI, § 2.
a1 (2
nc 4y = ——
cn u
g e 5 VIL, § 3.
dn %
1
ns % — —
sn %
siehe Verz.d.
O[f(= — Abkiirzun-
[ ()] gen S. 163
0, (%) NeuMaNNsche Polynome III, § 8.
§2 (1) Pe-Funktion von WEIERSTRASS VIL, § 2.
P,(2) LrecenDREsche Polynome Iv, § 2.
7
;ﬁ‘“((x)) }zugeordnete LeceENDREsche Polynome IV, § 3.
o (
B, (2), P, (%) LEeGeNDREsche Funktionen erster Art IV, § 4
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Symbol

Name der Funktion
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B (2) Pi(2)
II (2)

]'a, b, ¢
Pla, B, -y,z}
ocr, ﬁ’, yﬁ
D (%)
y(2)
P (2)

2, (2), 0, (%)

24 (2), 97 ()
Rm’,‘,{z}

S ()

Sal)

Suzv (%) Su;v(2)

S5 (#)3 S€an41 (#)
se, (#); sefh.1 (%)
Sefl) (#); Sefn.q (®)

2n+
Se2) ()3 SelZ) sy (4)
Si(x)
sn i
T, (%)
T (x):

%y (v, 1), By(v, 7)
‘&3 ('U, t) » '80 (U, f’)
U, (#)

W,y (@) Woa(2)
W, 1 (2)

Y, ()

3,6, Z, ()

Zn U

zugeordnete Kugelfunktionen erster Art
Fakultit von z

Riemannsche Differentialgleichung

Fehleri;lfegral
EuLersche Psi-Funktion

LecENDREsche Funktionen (Kugelfunlk-
tionen) zweiter Art

zugeordnete Kugelfunktion zweiter Art,
LomMmELsche Polynome
FresneLsches Sinus-Integral
ScuLirLische Polynome

LouMELsche Funktionen
Marmieusche Funktionen erster Art
MataTEUsche Funktionen zweiter Art
zugeordnete MATHIEUsche Funktionen
erster bzw. zweiter Art
Integralsinus

Sinus amplitudinis
TscuepyscHEFFsche Polynome
SoniNesche Polynome

}El]iptische Thetafunktionen

TscHEBYSCHEFFsche Polynome zweiter Art
WairTaxkersche Funktionen
NevMaNNsche Funktionen
Zylinderfunktionen

Jacosische Zetafunktion

1V, § 5.
Iz

L § 20

VI, § 4.

b

4y e

}IV, § 4.

1V, § 5.
IIL, § 8.
VI, § 4.
I, § 8.
111, § 10.

Anhang zu
Kap. III.

VI, § 4.
VIL § 3.
v, § 1.

R 4

VIIL, § 1.

Vo 51

v, § 4
Vi, § 1.
I, § 1.
VLSt
VII, § 4.
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